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Aufgabe 18 : Kanonische Vertauschungsrelationen für Erzeuger und Vernichter

Ein quantisiertes Skalarfeld sei gegeben durch die Fourierzerlegung

φ(x) =
1

(2π)3/2

∫

d3k

2k0

[

a(~k)e−ikx + a†(~k)eikx
]

, (1)

mit k0 = k0(~k) =
√

m2 + ~k2. Zeigen Sie, daß aus den kanonischen Vertauschungsrelationen
für das Feld φ und den kanonisch konjugierten Impuls Π = ∂0φ,

[φ(t, ~x), Π(t, ~y)] = iδ3(~x − ~y) , [φ(t, ~x), φ(t, ~y)] = [Π(t, ~x), Π(t, ~y)] = 0 , (2)

folgende Vertauschungsrelationen für die Operatoren a(~k) und a†(~k) folgen:

[a(~k), a†(~q)] = 2k0 δ3(~k − ~q) , [a(~k), a(~q)] = [a†(~k), a†(~q)] = 0 . (3)

Aufgabe 19 : Energie- und Impuls-Operator des reellen Skalarfeldes

Berechnen Sie, ausgehend von der Lagrangedichte des freien, reellen Skalarfeldes,

L =
1

2
(∂µφ)(∂µφ) −

m2

2
φ2 , (4)

und der Fourierzerlegung von φ(x) in Gleichung (1) und der daraus abgeleiteten für Π(x),

(a) den Hamilton-Operator H (≡ P 0 =
∫

d3x T 00 = 1

2

∫

d3x [Π2 + (~∇φ)2 + m2φ2] ),

(b) den Impuls-Operator P k =
∫

d3x T 0k =
∫

d3x Π(t, ~x)∂kφ(t, ~x),

jeweils ausgedrückt als ein Integral über den 3er-Impuls ~k mit den Operatoren a(~k) und

a†(~k).

Aufgabe 20 : Drehimpulsoperator für das relle Skalarfeld

Fassen Sie die im Rahmen der klassischen Feldtheorie hergeleiteten erhaltenen Noetherla-
dungen (Aufgabe 10(c), 3. Übungsblatt)

Lµν =

∫

d3x
[

xµT 0ν
− xνT 0µ

]

,

welche aus der Lorentz-Invarianz der Lagrangedichte L (Gleichung (4)) folgen, nun als
Operatoren auf, indem Sie das auftretende Feld φ(x) als Operator auffassen.

Bestimmen Sie unter Verwendung der kanonischen Vertauschungsrelationen (2) die Kom-
mutatoren

[Lµν , φ(t, ~x)] .


